
Eléments de Correction  A_Roux 

TD – Moteur radial Calzoni 
 

POINT METHODE :  
 

• Forme des matrices d’inertie (Q3) : 

 

Un Plan de symétrie (𝑄, 𝑥⃗, 𝑦⃗) : 

D=0 et E=0  →[
𝑨

−𝑭
𝟎

−𝑭
𝑩
𝟎

𝟎
𝟎
𝑪

]

𝑸𝒙𝒚𝒛

 

 

Deux Plans de symétrie (𝑄, 𝑥⃗, 𝑦⃗) et (𝑄, 𝑥⃗, 𝑧) :  

  

D=0 et E=0 et F=0 →[
𝑨
𝟎
𝟎

𝟎
𝑩
𝟎

𝟎
𝟎
𝑪

]

𝑸𝒙𝒚𝒛

 

 

• Composition des torseurs cinétiques (Q4/Q5/Q6) : 

{∁𝟐/𝟎} = {∁𝟐/𝟎} + {∁𝟏/𝟎} au même point 

 

• Calcul du torseur cinétique (Q4/Q5/Q6) : 

{∁𝟐/𝟎} = {
𝒎𝟐. 𝑽(𝑮𝟐 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝝈(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
}

𝑩

 

 

o Formule générale : 

𝝈(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑺𝑩𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑽(𝑩 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + [𝑰𝑩(𝑺)](𝛀𝑺/𝑹𝒈
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )  

 
o Formule de changement de point (Varigon / « BABAR ») : 

 

𝝈(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝝈(𝑨, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑴𝑺𝑽(𝑮 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
 

 

o Formule de changement de point (générale) : 

 

𝝈(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑺𝑸𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑽(𝑸 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + [𝑰𝑸(𝑺)](𝛀𝑺/𝑹𝒈
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝑩𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗ ∧ 𝑴𝑺𝑽(𝑮 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 
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o Déplacement de la matrice d’inertie (Théorème de Hyugens) : 

[𝑰𝑩(𝑺)] = [𝑰𝑮(𝑺)] + 𝒎 [
𝒃𝟐 + 𝒄² −𝒂𝒃 −𝒂𝒄

−𝒂𝒃 𝒂𝟐 + 𝒄² −𝒃𝒄
−𝒂𝒄 −𝒃𝒄 𝒂𝟐 + 𝒃²

] Avec 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒂 𝑥⃗ + 𝒃 𝑦⃗ + 𝒄 𝑧 

 

• Calcul du torseur dynamique (Q7/Q8/Q9) : 

{𝑫𝟐/𝟎} = {
𝒎𝟐. 𝚪(𝑮𝟐 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝜹(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
}

𝑩

 

 

o Formule générale : 

𝜹(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝒅 𝝈(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝒅𝒕
+ 𝑴𝑺 𝑽(𝑩/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑽(𝑮 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

o Formule de changement de point (Varigon / « BABAR ») : 

 

𝜹(𝑩, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜹(𝑨, 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑴𝑺𝚪(𝑮 ∈ 𝑺/𝑹𝒈)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

  
• Stratégie de résolution d’un problème de dynamique (Q10) : 
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ELEMENTS DE CORRECTION :  
 

Q1 : 

Fermeture géométrique : 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  puis projection sur 𝑋⃗ 𝑒𝑡 𝑌⃗⃗. On fait ensuite disparaître  

les cos et sin (cos² + sin² = 1) pour obtenir X(t)² en fonction de H et e. puis on passe à la racine  

pour obtenir le résultat. 

 

Q2 : 

 

Q3 :  

[𝐼𝐺1
(𝑆1)] = [

𝐴1 0 0
0 𝐵1 0
0 0 𝐵1

]

𝐺1,𝑅1

 

[𝐼𝐺2
(𝑆2)] = [

𝐴2 0 −𝐸2

0 𝐵2 0
−𝐸2 0 𝐶2

]

𝐺2,𝑅2

 

[𝐼𝐺3
(𝑆3)] = [

𝐴3 0 0
0 𝐵3 0
0 0 𝐵3

]

𝐺3,𝑅3

 

 

Q4 :  

𝑉(𝐺 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝜆. 𝜃̇. 𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗  

𝜎(𝑂 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑚2. 𝑂𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∧ 𝑉(𝑂 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + [𝐼𝑂(𝑆2)]𝑅2

. Ω2/0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

 Avec [𝐼𝑂(𝑆2)]𝑅2
= [𝐼𝐺2

(𝑆2)]
𝑅2

+ 𝑚2. [
𝑎2 0 −𝑎𝜆
0 𝑎2 + 𝜆2 0

−𝑎𝜆 0 𝜆2

]

𝐺2,𝑅2

 

[𝐼𝑂(𝑆2)]𝑅2
= [

𝐴2 + 𝑚2. 𝑎² 0 −𝐸2 − 𝑚2. 𝑎𝜆

0 𝐵2 + 𝑚2. (𝑎2 + 𝜆²) 0

−𝐸2 − 𝑚2. 𝑎𝜆 0 𝐶2 + 𝑚2. 𝜆²

]

𝑂,𝑅2
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{∁2/0} = {
𝑚2. 𝜆. 𝜃̇. 𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗

−(𝐸2 + 𝑎. 𝜆. 𝑚2). 𝜃̇. 𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗ + (𝐶2 + 𝜆². 𝑚2). 𝜃̇. 𝑧
}

𝑂

 

 

Q5 : 

{∁3/0} = {
−𝑚3. 𝛼̇. ℎ. 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

(𝐵3 + 𝑚3. 𝜆2). 𝛼̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐶

 

 

Q6 : 

{∁1/0} = {
−𝑚1. 𝑋̇. 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑚1. 𝛼̇. (𝑑 − 𝑋). 𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

(𝐵1 + 𝑚1. (𝑑 − 𝑋)²). 𝛼̇. 𝑧1⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐶

 

 

Q7 : 

𝛿(𝑂 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝑑 𝜎(𝑂∈2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑑𝑡
|
𝑅0

+ 𝑚2. 𝑉(𝑂 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ 𝑉(𝐺2 ∈ 2/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

{𝐷2/0} = {
𝑚2. 𝜆. 𝜃̈. 𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑚2. 𝜆. 𝜃̇². 𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗

−(𝐸2 + 𝑎. 𝜆. 𝑚2). 𝜃̈. 𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗ − (𝐸2 + 𝑎. 𝜆. 𝑚2). 𝜃̇². 𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ + (𝐶2 + 𝜆². 𝑚2). 𝜃̈. 𝑧
}

𝑂

 

 

Q8 : 

{𝐷1/0} = {
[−𝑚1. 𝑋̈ − 𝑚1. 𝛼̇2. (𝑑 − 𝑋)]𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + [−2. 𝑚1. 𝛼̇. 𝑋̇ + 𝑚1. 𝛼̈. (𝑑 − 𝑋)]𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

[(𝐵1 + 𝑚1. (𝑑 − 𝑋)2). 𝛼̈ + 𝑋̇. 𝛼̇. 𝑚1. (𝑋 − 𝑑)]𝑧1⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐶

 

 

Q9 : 

{𝐷1+3/0} = {𝐷1/0} + {𝐷3/0}     𝐴𝑈 𝑀𝐸𝑀𝐸 𝑃𝑂𝐼𝑁𝑇 ‼!  

{𝐷1+3/0}

= {
[𝑚3. ℎ. 𝛼̇2 − 𝑚1. 𝑋̈ − 𝑚1. 𝛼̇2. (𝑑 − 𝑋)]𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ + [−𝑚3. ℎ. 𝛼̈ − 𝑚1. 𝛼̈. (𝑑 − 𝑋) − 2. 𝑚1. 𝛼̇. 𝑋̇]𝑦1⃗⃗⃗⃗⃗

[(𝐵3 + 𝑚3. ℎ²). 𝛼̈ + (𝐵1 + 𝑚1. (𝑑 − 𝑋)2). 𝛼̈ + 𝑋̇. 𝛼̇. 𝑚1. (𝑋 − 𝑑)]𝑧1⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐶

 

 

Q10 : 

1) On isole {1+3+Fluide} : 

➔ BAME : {𝜏2→1} ; {𝜏0→3} 

➔ 6 équations pour 7 inconnues 

➔ On obtient des informations sur l’orientation des résultantes (portées par 𝑥1⃗⃗⃗⃗⃗ et 

une composante selon 𝑧) 

 

2) On isole {1} : 
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➔ BAME : {𝜏2→1} ; {𝜏3→1} ; {𝜏𝐹𝐿𝑢𝑖𝑑𝑒→1} 

➔ 6 équations pour 7 inconnues 

➔ 4 inconnues partiellement déterminées avant 

 

3) On isole {2} : 

➔ BAME : {𝜏1→2} ; {𝜏0→2} ; {𝜏𝑅é𝑐𝑒𝑝𝑡𝑢𝑒𝑢𝑟→2} 

➔ 6 équations pour 9 inconnues 

➔ 4 inconnues partiellement déterminées avant 

A priori, les deux premiers isolements se feront en C ou B (B est le plus simple car on connaît 

directement le torseur 2/1 au bon point). 

Le dernier isolement se fait en O pour faire apparaître le couple sans faire intervenir ℒ𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡(0/2)
. 

 


