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Dynamique du Solide

Compétences attendues :

v' Déterminer les caractéristiques d'un solide ou d'un ensemble de solides indéformables.
v" Proposer une démarche permettant la détermination d’une action mécanique inconnue ou d'une loi de mouvement.
v' Déterminer les actions mécaniques en dynamique dans le cas ou le mouvement est imposé.

v' Déterminer la loi de mouvement dans le cas ou les efforts extérieurs sont connus.
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Torseur dynamique (quantités d'acce

Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

érations)

On définit le torseur dynamique du solide S par rapport a R, au point Q :

{Td (S/Rg)} = {

Rd(S/Rg)

§(Q,S/Ry,)

|

= 4

f

Q

J

r'(P €S/R,)dm(P)

jQ_P’/\ [(P € S/R,)dm(P)
\S

'

J

Résultante dynamique

Moment dynamique en Q



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

Torseur dynamique (quantités d’accélérations)

Résultante dynamique

Ra(S/Ry) = MgT(G € S/R,)

R;(S/Rg) est un invariant vectoriel, caractéristique de la résultante d'un torseur.
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érations)

Torseur dynamique (quantités d'acce

Moment dynamique

5(Q,S/R,) = 8(B,S/R;) + QB AR4(S/R,)

6(Q,S/Rg) est le champ de moment d'un torseur.
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Torseur dynamique (quantités d’accélérations)

Calcul des quantités d’accélération

. dR.(S/Ry)
. da(Q,S/R,) > >
5(Q,S/Ry) = U(th/ o) , Ms V(Q/R,) AV(G € S/R,)
Remarque :

* Lavitesse au point Q est calculée comme s’il n"appartenait pas a S.
+formulesimple =2 calcul du moment dynamique d'un solide = on calcule en général le moment
cinétique puis on dérive.
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Torseur dynamique (

Cas particulier

. d >
Q fixedansR, — 6(Q,S/R,) = E[O’(Q,S/Rg)]

= Q - (G, S/Rg) = [O'(G S/Rg)]

Remargue : Intérét de se placer en G ou en un point Q fixe dans R..
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Torseur dynamique (quantités d’accélérations)

Remarque : calcul d’'une projection sur un axe

do(Q,S/R,) _ .
5(Q,S/Ry). 1 = U(th/ o) A+ Ms (V(Q/Ry) AV (G € S/Ry)).
d(a(Q,S/Ry). 1) di

5(Q,S/Ry). 1 = - G(Q,S/Rg).d—? + Ms (V(Q/Ry) AV(G € S/R)). T

dt

Vecteur U constant

> d S/R >._> > N —
8(Q,S/R,). U = (0(Q di g) u)+M5((V(Q/Rg)/\V(GES/Rg)).u
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Principe Fondamental de la Dynamique
Principe fondamental de la dynamique appliqué a 1 solide

e Soit S un solide en mouvement par rapport
a un repeére (0,X,y,2).

e Sestsoumis a des actions mécaniques extérieures :

R(f—)S)}
My(S - S5)),

(t§ - 9} = {
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Principe Fondamental de [a Dynamique

A_ROUX

Principe fondamental de la dynamique appliqué a 1 solide

Il existe au moins un repere R, appelé repere galiléen
tel que le torseur des actions mécaniques extérieures
appliquées a S (défini en un point A) soit égal au torseur
dynamique du mouvement de S par rapport a R,
(défini lui aussi au point A).

{t(§ - $)} = {D(S/Ry)}

{ RS - S) } _ {er(S/jo}
M, (S - Sj p SA(S/jo A
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

Ny

Mc(g - 53)

=

* Soit S, et S, deux solides appartenant a un ensemble .

* SoitA e (S,), Ce (S, etB e (S)N(S,).

Mu(S1~S1)  R(S; - S)) R(Sz = 51)

Mg (S, = S1)
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

On isole S,. Bilan des actions mécaniques extérieures s’exercant surS, :

— =g C
= R(X—-S “
{r(z—>51)}={ (_ 1)}
MA(E - Sl) A 0] y
torseur résultant des actions mécaniques extérieures a (X) appliquées sur (S,). ¢ Mc(S; = 55)

R(S; = S) }
Mp(Sz = S1)),

{t(5; » S} = {

M,y (S = S1) R(S; - S)) R(S; = S1)

torseur des actions mécaniques intérieures a (X) appliquées par (S,) sur (S,). My (S, = S)
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

On isole S,. Bilan des actions mécaniques extérieures s’exercant sur S, :

B, C
- RE-S ’
{T(Z—>SZ)}={ (_ 2)} )
Mc(Z = S2)), o ¥ B
torseur résultant des actions mécaniques extérieures a (X) appliquées sur (S,). 3 — Mc(S2 = 52)

R(51~ 5)) }
Mp(S1 = 52)),

{t(§; - )} = {

M,y (S = S1) R(S; - S)) R(S; = S1)

torseur des actions mécaniques intérieures a (X) appliquées par (S;) sur (S,). My (S, — S,)
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

On isole ¥ =S,US,. Bilan des actions mécaniques extérieures s’exercant sur X :

Z
tE-> D}={C- sP}+{zE - 5,)} o
torseur résultant des actions mécaniques extérieures a (X) appliquées sur (S; et S,). / M.(S, = S,)
X

M,y (S = S1) R(S; = S)) R(S; = S1)

My (S, = S1)



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

e Onappliquele PFDas, :
{D(S1/R} = {zE ~ S} + {x(S; > $1)}

e Onappliquele PFDas,: o ¥
_ v - R, Mc(S; = S,)
{D(S2/R} ={t(E = )} +{1(S1 = )} i

* On applique le PFDa ¥ =S,US, :

{(DE/RY} ={=E - 1)} M5>S RG, -5y R(S; > 5))

My (S, = S1)

donc {(DE/RY} ={tE - SN} +{tE > $,)}
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Principe fondamental de la dynamique appliqué a plusieurs solides :
(Théoreme des actions réciproques)

En utilisant les propriétés du torseur dynamique,

{DE = S1U52/Rg)} = {D(51/Rg)} + {D(Sz/Rg)}

pou {T(Sz; = S} +{7(S; — S3)} =10}

(= principe des actions mutuelles
vu avec le PFS en 1¢™ année).

My (S, = 51)

Conclusion : Quand on isole un ensemble de solides X, et que lon applique le PFD,
on s’intéresse uniquement au bilan des actions mécaniques extérieures a 2.
(On ne tient pas compte des interactions intérieures a ).
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Théoremes généraux de la dynamique
Le théoreme de la résultante dynamique

(1)

R(Z - 2)> = Mz T'(G Z/jo
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Théoremes généraux de la dynamique
Le théeoreme du moment dynamique

My (Z - 2)> = §(4, Z/jo
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Théoremes généraux de la dynamique
Cas particuliers

Systeme au repos :

On retrouve le principe du PFS avec {T(E — Z)} — {O}
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Théoremes généraux de la dynamique
Cas particuliers

Systeme en mouvement de translation rectiliene :

RE - %) =My T(G €X/R,) et My(S - %) = 0
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Principe Fondamental de [a Dynamique

Théoremes généraux de la dynamique
Cas particuliers

Svsteme en mouvement de rotation autour d’un axe fixe, soit A un point de cet axe :

RE-%) = OetMyE - %) = 6(4,%/R,)
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éen (pour info)

PFD dans un repere non gali

M5 = S)

Soit R, (Og,xg,yg,zg) un repére galiléen et R (0, X, y, Z) un repére non galiléen.

RS - S)

Le PFD s’applique a un repere quelconque a condition d’ajouter au torseur des efforts extérieurs,
les torseurs des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis définit par les éléments
de réduction précédents et rappelés ci-dessous :

{Die(S,R/Rp)} = {Q"e (5 R/Rg) }

aie (A' R/Rg)

o o5 78 = (BT

Sic (A' S/R)
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Methodologie

Détermination d’efforts de liaisons

Quelles sont les composantes des torseurs d’inter-efforts ?

Probléeme : Dimensionnement d’une liaison ou d’une structure

Modeéle adopté : Schéma mécanique de structure (paramétrage, liaisons réelles, ...)

Ecrire toutes les équations correspondant aux liaisons a déterminer
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Methodologie

Détermination d’'une équation de mouvement

Probleme direct :

Efforts connus = Accélérations des solides ?

Probléme inverse :

Loi de mouvement connue + charges extérieures = Efforts appliqués par les actionneurs ?
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Methodologie

Détermination d’'une équation de mouvement

Probleme : Choix d’un actionneur ou validation d’un choix:

e Isolement et choix judicieux des équations a utiliser

e Schéma mécanique (cinématique) avec un graphe des liaisons

e Ecrire (uniquement) les équations correspondant aux mouvements
e Dans la plupart des cas faire autant d’isolement que de solides

e Commencer par les 2 extrémités (entrées et sorties) est souvent une bonne solution
quand on ne sait pas par ou commencer.



A_ROUX

Graphe des hiaisons avec les actions
mécaniques

(Ideutiﬁer les paramétres d’eutréef’sorrje)

Isoler un sous-ensemble du systéme
(sans le bati) dont les frontiéres coupent
les liaisons comprenant les inconnues
recherchées et qui inclue les solide
soumis aux actions de commande

Stratégie globale

Ecrire les torseurs statiques relatifs aux
actions mécaniques extérieures et aux
liaisons qui coupent la frontiére

( Apphquer le PFD ] ( Isoler un autre sous-ensemble )

( Déterminer les équations utiles j

non

A

On peut résoudre

( Résoudre le probléme ]

Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX
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Stratégie globale

e PFD + Préciser I'équation vectorielle utilisée.

e Choisir judicieusement le(s) vecteur(s) de projection.
e Ecriture du PFD sous forme vectorielle.

e Deévelopper I'équation scalaire (choix du vecteur de projection).

e Vérifier a chaque ligne I'homogénéité de vos résultats !!!

Remarque générale : Le repere de dérivation n’a rien a voir avec le repere d’expression
en dynamique on dérive pratiquement toujours par rapport au R,.
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ASTUCES DE CALCULS

Sl SZ

o 2251+52+S3
X

Matrices d’inertie

Uc (@)= [Ic(S1)|r+Ic(S2)|r+1c(S3)]R
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ASTUCES DE CALCULS

S;
i : iy

2251+52+S3

X
Moments cinétiques

Moment cinétique global 2 moments cinétiques de chaque solide :

o(C,X/R,) = (C,S1/R,) + 0(C,S2/R,) +0(C,S3/R,)

Moment cinétique se calcule avec la formule suivante :

0(C,Si/Rg) = M5, CGy AV(C € Si/Ry) + [Ic(S1)] (s, r,) pourk=1.20u3



A_ROUX Lycée Gustave Eiffel - BORDEAUX

ASTUCES DE CALCULS

S; S,

Ny

5 2251+52+S3
X

Résultantes dynamiques - Accélérations

Résultante dynamique globale = résultantes dynamiques de chaque solide :

Mz F(Glzg € Z/Rg) —_ M1 F(Gl € 1/Rg)+M2 F(GZ € Z/Rg)+ M3 F(G3 € 3/Rg)
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ASTUCES DE CALCULS

r'y 2
S; S,

5 2251+52+S3
X

Moments dynamiques

Moment dynamique global 2 moments dynamiques de chaque solide :

8(C,Z/R,) = 8(C,S1/R,) + 8(C,S;/R,) + 6(C,S3/R,)

Moment dynamique se calcule avec la formule suivante :

d a(CSr/Ry)
dt

5(C,Sk/R,) = + Mg, V(C/R,) AV(Gy € Si/Rg) pour k=12 0u3
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