Cinématique A_Roux

3 Liaisons et lois entrée sortie des systemes

Compétences attendues :

v" Proposer une démarche permettant d’obtenir une loi entrée-sortie géométrique. = |
v' Simplifier un modéle de mécanisme.

v' Déterminer les relations entre les grandeurs géométriques ou cinématiques. = [

v

Résoudre numériquement une équation ou un systeme d’équations. S [

1. Chalne ouverte, chaine fermée

L'analyse du graphe de structure permet de classifier le mécanisme. En fonction de sa nature,
différentes méthodes seront envisagées pour étudier sa cinématique :

Chaine ouverte Chaine fermée Chaine complexe

O ® O® | & e

Une chalne de solides ouverte |Une chaine de solides fermée|Une chaine complexe
est une chaine ou les solides |est une chaine ol les deux solides | est composée de plusieurs chaines
extrémes sont différents. extrémes sont reliés  par|ouvertes et fermées imbriquées.

une liaison. On a alors un cycle.

Définition : On appelle loi d’entrée sortie d’un systeme mécanique, I'ensemble des relations
entre les parameétres de position de la piece d’entrée (en général imposé par un actionneur)
et ceux de la piece de sortie.
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Dans le cas des chaines cinématiques ouvertes, la loi d’entrée-sortie concerne la relation
entre les coordonnées articulaires et les coordonnées opérationnelles du point en bout de chaine.
A cet effet on établit un modele géométrique direct et un modele géométrique indirect a partir
d’une relation de Chasles.

Dans le cas des chaines cinématiques fermées, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées :

e lLafermeture géométrique ou la fermeture angulaire

e Lafermeture cinématique

e Le produit scalaire de 2 vecteurs d’orientation relative constante
e La mise en équation a partir de la condition de non glissement...

On analyse toujours les systémes mécaniques, méme les plus complexes, a partir du découpage
en chaines ouvertes et/ou fermées. Si un méme systéme présente plusieurs chaines cinématiques, on
étudie tour a tour chaque chaine cinématique élémentaire du systeme complexe.

2. Chaines cinématiques ouvertes (type bras de manipulation)

Dans ce type de mécanisme les parametres cinématiques sont tous indépendants (aucune relation
ne lie les parametres). Cela nécessite donc le pilotage de chaque parameétre cinématique.

Ces mécanismes sont généralement composés de liaisons a un degré de liberté, type liaisons pivots
et/ou des liaisons glissiéres. Chaque liaison ainsi pilotée peut s'appeler un axe et on parle
alors de robots trois axes, quatre axes, etc....

Pour ce type de systeme, on s’intéresse donc généralement au mouvement d’un point en bout
de chaine.

La loi d’entrée sortie concerne la relation entre les coordonnées articulaires (c'est-a-dire
les parametres pilotant les actionneurs) et les coordonnées opérationnelles (c'est-a-dire
les coordonnées d’un point de I'effecteur en bout de chaine). Dans le cas de chaine cinématique
ouverte, on appelle la loi d’entrée sortie du systeme : modeéle géométrique.

On distingue le modele géométrique direct et le modéle géométrique indirect :

e Le modele géométrique direct permet de lier les coordonnées opérationnelles
aux coordonnées articulaires.

e Le modele géométrique indirect permet de lier les coordonnées articulaires aux coordonnées
opérationnelles.

Exemple du bras de robot :

Réel Modéle (simplifié)_ X
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On considere un modele plan simple dans lequel la pince du robot est animée par seulement
deux mouvements de rotation de parametres 8, et 6.

Le point B de la pince en bout de chaine a pour coordonnées xs et ys dans la base (xg, Vg, Zg).

Le modele géométrique direct permet d’exprimer les coordonnées xz et ys en fonction
des parametres 0; et 0,. Le modéle géométrique indirect exprime les paramétres 8; et 6, en fonction
des coordonnées xg et ys.

La position angulaire de la piece 2 par rapport a la piece 0 s’écrit ici :

(X_O),X_Z)) = (X_()). ﬁ) + (x_l)lx_Z)) = 91 + 92

2.1.  Calcul du modeéle géométrique direct

Le modele géométrique direct permet de lier les coordonnées opérationnelles aux coordonnées
articulaires. Il s’obtient généralement a partir d’une relation de Chasles dont I'expression est ensuite
projetée dans la base dans laquelle sont exprimées les coordonnées opérationnelles.

Exemple du bras de robot :

Soit L la longueur des 2 bras repérés 1 et 2 sur le robot.

On exprime le vecteur OB a I'aide de la relation de Chasles : OB = 04 + AB » OB = L.%; + L. %,

On projette les axes dans la base dans laquelle on exprime les coordonnées xg et ys :
— OB = L.%; + L. %, avec x; = cos0,.%g + sinb,.y, etx; = cos (6, + 0).%g + sin (6, + 6,).7,
— OB = (L.cos6;.+L.cos(0; + 65)).%g + (L.sin6; + L.sin(0; + 6,)).7q

xg = L.cosB;.+L.cos(6; + 6,)

Ce qui permet d’écrire le modele géométrique direct : {)’B _ L.sinf, + L.sin(6, + 6,)

2.2. Calcul du modele géométrique indirect

Le modele géométrique indirect permet de lier les coordonnées articulaires aux coordonnées
opérationnelles. Ce modeéle permet de définir les consignes de position articulaires a émettre
vers les moteurs et de définir également les débattements requis pour chaque articulation
de la chaine ouverte. Le modele géométrique indirect se construit en inversant le modele géométrique
direct.

Exemple du bras de robot :

xg = L.cos8,.+L.cos(8, + 6,)

Il faut inverser le modéle géométrique direct :{3’3 = L.sinf, + L.sin(6; + 6,)
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Une solution possible consiste a utiliser les transformations trigonométriques de sommes en produits
. a+b a—b . . ._a+b a-b
(formules de Simpson: cosa+ cosb = 2 COS—=.C0S—— etsina +sinb =2 smT.cosT)

qui permettent de transformer le modéle géométrique direct :

_ 2.0, +6, 0,
{xB = L.cos6,.+L.cos(6; + 0,) . Xp = 2.L.cos 2 (€O
yB = L.Sin91 + L Sin(91 + 92) 2 91 + 92 92

= 2.L.sin————=.cos—
VB sin > cos -

En faisant x4 + y? pour faire apparaitre un terme en cos?A + sin*4, on obtient :

6 2.0,+6 2.6,+96 0
x3 +y2 = 4.1%.cos? 72 (COSZITZ + sin? 172) = 4.12.cos? 72

0 1+cos6
et avec cos? 72 = TZ

2 2
x% +y3 = 2.1%.(cosf, + 1) - ce qui permet d’obtenir : cosf, = l((x—B) + (y—B) ) -1

2\\'L L
. 2.6,+6 . ) . 0
En faisant z—B, ona :iﬁ = tan%é ce qui permet d’obtenir : 6; = arctan (ii) -2
B B B
2 2
- 1 "_B) (Y_B) _
6, = arccos [ (( )t 1]

Ce qui permet d’écrire le modele géométrique indirect : P
6, = arctan &) — 2
XB 2

3. Chaines cinématiques fermées

Dans le cas de chaines cinématiques fermées, la loi entrée sortie est une loi exprimant
le(s) parametre(s) de sortie du systéme uniquement en fonction du(des) parameétre(s) d’entrée
et des caractéristiques géométriques invariantes du systéme.

Les techniques d’obtention de la loi d’entré sortie sont (liste non exhaustive) :

o lafermeture géométrique ou la fermeture angulaire

e Lafermeture cinématique

e Le produit scalaire de 2 vecteurs d’orientation relative constante.
e |’équation obtenue par la condition de non glissement...

3.1. Calcul d’'une loi d’entrée sortie par fermeture géométrique

La loi entrée sortie dans le cas de chaines fermées se fait souvent (mais pas toujours) a I'aide
de la technique dite de fermeture géométrique.

La technique consiste a écrire une relation de Chasles en passant par les points caractéristiques
des différents solides tout en parcourant la chaine fermée. On projette ensuite la relation obtenue
dans une base judicieusement choisie de maniere a faire apparaitre tous les parameétres (on choisit en
général une base intermédiaire entre toutes les bases définies, ce qui limite les projections).

4
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On élimine enfin les parametres intermédiaires en combinant les équations afin d’obtenir la relation
d’entrée sortie recherchée.

Exemple du micromoteur :

Soit le systeme bielle manivelle du micromoteur (cf. Chapitre précédent) dont le schéma cinématique
plan est donné page suivante. La longueur de la manivelle 1 (L) et de la bielle 2 (L)
sont des caractéristiques géométriques connues et invariables. Les parameétres a, B et x
sont des parametres de position représentatifs des mouvements du systeme.

Réel Modeéle plan
5(’:1
B @ ¥
| | >
\|_ . | =
X R T7i N2
|

- = 0 O—* = - -
= Z =
2= 2y z, Bz )

Le parameétre d’entrée est q, il traduit la rotation de la manivelle 1 par rapport a O autour de I'axe
(0,7y). Le paramétre de sortie est x, il traduit la translation du piston 3 par rapport a 0 suivant I'axe
(0,xg). Le paramétre B est un paramétre intermédiaire qui traduit la rotation de la bielle 2
par rapport a 0 autour de I'axe (B, Zg).

La fermeture géométrique consiste a écrire que le vecteur 00 estnul : 00 = OA + AB + BO = 0 Soit

Ly.cosa + Ly.cosf—x =0

En projection sur les axes X, et y,, on obtient : ) !
pro) 0 & Yo, { Ly.sina + L,.sinff =0

On obtient donc deux relations scalaires. On retrouve donc un systéme avec 3 paramétres
et 2 relations de dépendance, soit un systeme a un degré de liberté. Il y a donc une équation
qui correspond a la loi entrée sortie du systeme.

Pour obtenir cette loi, il faut utiliser les 2 relations de dépendance précédentes et les combiner
pour une seule relation dans laquelle il faut faire disparaitre le parametre intermédiaire B.
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x—Lj.cosa
cosp = 27
> L e etcos?f +sin®B =1
. __ —Ljsina
sinf = ———
Ly

x—Lq.cosa)? — Lysina\2 _ - s . )
9( Ly ) +( L, ) =1 9(X Ll.COS(X) —L2 (Ll.Slna)

Soit la loi d’entrée sortie :

x=1Ly.cosa + JL% — (Lq.sina)?

Cette relation n’est valable que pour L, > Ls.
Techniques de calcul utiles :

e A partir des équations projetées, on isole les cosinus et sinus des angles
qui ne nous intéressent pas et on éléve au carré et on utilise la relation de trigonométrie
cos?f + sin?p =1

e Si on désire une relation entre les angles, on effectue le rapport des équations
pour faire apparaitre des tangentes

3.2. Tracé de la loi entrée-sortie

Il est possible de tracer numériquement I'évolution de x en fonction de I'angle a. Pour cela,
il faut d’abord transformer la loi entrée-sortie en une équation du type f(x) = 0 pour un angle «a fixé.
Puis obtenir les x solutions (pour chaque «a fixé) et tracer la courbe donnant x en fonction de «.

La fonction étudiée est donc, pour « fixé :

Ly.cosa + \/L% —(Ly.sina)2—x=0

Cette équation est bien de la forme f(x) = 0.

Méthodologie :

On considére donc une fonction f : [a,b] = R pour laquelle on cherche a résoudre I'équation
f(x) =0 . On supposera de plus que f est continue et que f(a).f(b)<O0.
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f admet au moins une solution sur l'intervalle
[a,b].

Pour résoudre cette équation, il est possible d’utiliser 2 méthodes de résolution numérique :

e La dichotomie
e La méthode de Newton
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3.2.1. Dichotomie

L'algorithme de dichotomie consiste a construire deux suites adjacentes (a,)neny €t (by)nen
telles que :

e ay=aetby=h.
an+ by . A :
— - Si f(c,) a méme signe que f(a,),

on pose b, 41 = ¢, et a, .1 = a,, sinonon pose a,,1 = ¢, et by, 1 = by,.

e Pour tout n€N, on pose ¢, =

Pour pouvoir obtenir une valeur approchée d’une solution recherchée, il suffit donc de calculer
successivement les valeurs de a, et b,,. Lorsque pour un entier n € N, b,, — a,, est plus petit que la
précision € > 0 demandée, toute valeur comprise entre a,, et b,, est une approximation d’une solution
recherchée.

On obtient le programme Python suivant :

L PNTRETUSOATIE - Man velles®'s on

def Dichotomie(f,a,b,epsilon): 2
A=a
B=>Db z
while abs(B-A)>epsilon:
¢ = (B+A)/2
if f(A)*f(c)>0:
A=c :
else:
B=c
return A o

e aney
Anghe e ralation cela manielle ALPHA (e 2}

3.2.2. Méthode de Newton

Le principe de I'algorithme de Newton est le suivant : partant d’'une valeur
initiale xy, on suit la tangente af en x, jusqu’a rencontrer |'axes
des abscisses, ce qui nous donne une valeur x;. On itére alors ce procédé.
En cas de convergence, la limite de la suite obtenue est une des solutions
recherchées.

=

\

On obtient alors la relation de récurrence suivante : 0 at At

el S T )

f(xn)

vne N, x,,1 = xn—f,(x—l)
n+
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On obtient le programme Python suivant :

def Newton(f,
X = x0
while f(x-epsilon)*f(x+epsilon) > 0:
x = x-f(x)/fprime(x)
return x

fprime, x0, epsilon):

Déplscement du piston - X (an cm
s

A_Roux

Lo' ENTREE/SORTIE - Maniyalle{Pistan

00 500 0T

Es) 0
Angle de retetion oe la manivele  ALPHA Len %

3.2.3. Comparaison des deux méthodes numériques

Les méthodes présentées sont itératives, car elles
consistent a partir d’'une valeur (donnée dans I'énoncé,
ou correspondant a une approximation grossiere
de la solution), puis a déterminer des approximations
successives de sorte qu’elles convergent vers la solution
recherchée.

La méthode de Newton nécessite de connaitre
I’expression de la dérivée de la fonction f.

La méthode de dichotomie présente [I'avantage
de la robustesse elle converge sous les seules
hypothéses f continue et f(a). f(b) < 0 et sa vitesse de
convergence est dans la plupart des cas satisfaisante.

La méthode de Newton requiert des hypotheses plus
difficiles a vérifier si l'on veut pouvoir assurer
la convergence et contréler I'erreur, mais présente

I"avantage de converger beaucoup plus rapidement.

Remarque : Les méthodes de dichotomie et de Newton
sont implémentées dans la bibliotheque
scipy.optimize, sous les noms scipy.optimize.bisect et
scipy.optimize.newton.

Loi ENTREE/SORTIE - Manivelle/Piston

@

Déplacement du piston - X {en cm)
P

a3 e=10
— oiatomie
 Newton
og, T e s o5 @ an W
Angle de rotation de la manivelle - ALPHA (en *)
Lo ENTREE/SORTIE - MonivelePston
2.0n
E
215
<
£
210
H
§
& e =10
05
— Dchotome
— Hewion
ot 10 20 50 it s w0 0o
Angle de rotation de la manivelle - ALPHA (en *)
Loi ENTREE/SORTIE - Manivelle/Piston
2.0;
z
215
H
:
314
H
E
3
™ e=10""1

— Dichotomie
— Hewton

100 200 500 600 00

300 400
Angle de ratation de la manivelle - ALPHA fen *)

Influence de I’erreur sur la Dichotomie
et sur la méthode de Newton.
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3.3. Calcul d’'une loi d’entrée sortie par fermeture cinématique

Le calcul d’'une loi d’entrée sortie par fermeture cinématique consiste a déterminer les relations entre
les dérivées des parameétres et les parameétres eux-mémes de maniere a observer
leur évolution au cours du temps. On écrit pour cela une fermeture cinématique par composition
des mouvements.

On obtient alors deux équations vectorielles (composition des vecteurs vitesses de rotation
et des vecteurs vitesses instantanées).

Les équations obtenues par fermeture de chaine cinématique correspondent aux dérivées
des équations obtenues par fermeture géométrique. Les deux approches sont donc équivalentes mais
la dérivation de la fermeture géométrique est généralement plus rapide.

Exemple du micromoteur :

Réel Modéle plan

=z Oz z =7z 0
Z,=z, z, Bz 20T &

La fermeture cinématique s’écrit : {Vo 3} + {Vs/2} + {Va1} + {V10} = {0}

ol e - ) -
Vaeo/3 A Vaes/2 4 Vae2/1 A Vae1/o A 0/

{ Qo3+ Q32+ Q271 +8010=0

Vacosz + Vaessz + Vaezy1 + Vae1o =0

Avec :

Vaeosz3 = —Vgezjo = —%. %o

Viaesjz = Vgesjz + AB A Qz)p = L. %5 A —B.2g = Ly..y;

e

VAEZ/l =0
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VAe1/o = L1-d-ﬁ)

—Lq.d.sina — Ly.B.sinB —% =0

Soit : —x.Xg + L. f. 75 + Li.@.y7 = 0> :
0 2-F-y2 rEn { Ly.a.cosa+ L,.B.cosf =0

Ce qui correspond bien aux 2 équations scalaires obtenues aprés dérivation des 2 équations scalaires
de la fermeture géométrique.

3.4. Calcul d’'une loi d’entrée sortie par produit scalaire de 2 vecteurs d’orientation
relative constante

La loi entrée sortie dans le cas de chaines fermées peut parfois se faire en tenant compte
de la particularité angulaire du systeme (conservation d’une valeur angulaire lors du mouvement
par exemple).

Exemple : La barriere Sinusmatic est un systéme de transformation de mouvement qui s’adapte
sur un motoréducteur. Il permet de transformer le mouvement d’entrée du moteur
(rotation continue) en un mouvement de rotation alternative d’amplitude /2 sur la lice.

Le systéme est constitué :

e D’un bras moteur 1 en liaison pivot avec le bati 0 suivant I'axe (4, zg).

e D’une noix en liaison rotule en B avec le bras moteur 1.

e D’un croisillon en liaison pivot glissant suivant de I'axe (B, y3).

e D’un arbre de lice 4 en liaison pivot suivant de I'axe (C,x,) avec le croisillon 3 et en liaison
pivot suivant de I'axe (D, y,) avec béti 0.

Le paramétre d’entrée est le paramétre a tel que @ = (xg, X;) = (V5, V1) et le paramétre de sortie est
le parametre B tel que B = (xq,X4) = (Zg,Z4).

Réel

10
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—
La particularité angulaire de ce systéme est que le vecteur BC est toujours orthogonal avec I'axe x;.
Par conséquent le produit scalaire des 2 vecteurs d’orientation y5.x, est nul : y3.x, = 0

ys.x4 = 0 avec y3 = cosy.y; + siny.z; etx, = —sinf.zy + cosp.x,
Soit : (cosy.y; + siny.zy).(—sinB.zy + cosB.xg) = 0

—cosy.sinf.zy.y; — siny.sinf.zy.z; + cosy.cosp.xy. y1 + siny.cosf.xy.z, = 0

—siny.sinfi — cosy.cosf.sina =0

Soit la loi d’entrée sortie : —sina = tany .tan
- Poury = m/4 I'amplitude de la lice est de /2

Par simulation numérique avec SolidWorks et Méca3D, on obtient numériquement la loi
entrée-sortie de la barriére :

Paosition du centre d'inertie de Barriere<1> par rapport & repére général

Gx(m) Gy(m) Gz(m) Norme(m)

3.5. Calcul d’'une loi d’entrée sortie a partir d’une condition de non glissement

La loi entrée sortie dans le cas de chaines fermées peut parfois se faire en tenant compte
de la condition de non glissement au point de contact entre deux pieces du mécanisme.

Exemple du réducteur simple a engrenage a contact extérieur :

Un réducteur a engrenage est un mécanisme constitué de deux roues dentées, chacune étant
en rotation autour d’un axe, les deux axes restants fixes I'un par rapport a l'autre de sorte
gu’une des roues entraine l'autre par action de dents successivement en contact.

11
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Réel o
Pignon (2) 0,
~

Roue (1) mmrr7
I

O,
e
jy —
TrT7

La condition de non glissement au point de contact s’écrit Viez/q = 0.

—_—

Vie21 =0

Vie2/1 =Viezjo = Vie1po =0

N

Nature du mouvement de 2/0 ? : Nature du mouvement de 1/0 ? :
Rotation autour de I’axe (0,,Z,) Rotation autour de I’axe (04,%g)
Champ des vitesses : Champ des vitesses :
Viez2jo = Voyezj0 102 A Sy Vieijo = Voserjo + 101 A Qy o
avece VOzEZ/O =6et1—02)/\ﬂz/0 = Rz.% Aéz.z—o): avece Volel/o :6et1—()1)/\01/0 = _Rl'% /\9‘1.2_0)=
Rz.e.z.x—(; _Rl'g‘l'%
- VIEZ/O = Rz-éz-x_J - VIEl/O = _R1-9'1-Eg

Soit VIEZ/l = VIEZ/O - VIEl/O = Rz. 9'2.% + Rl.gl.x_o) = 0 9 R2.9.2 + Rl'e.l = 0

éz_ Rq

Soit la loi d’entrée sortie : -
01 R;

12
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3.6. Transformations de mouvement classiques

Pour tous ces systémes, le mouvement d'entrée est généralement continu, alors que le mouvement

de sortie peut étre, continu, alterné ou intermittent.

Lorsque I'entrée et la sortie peuvent étre permutées, on dit que le systeme est réversible.

Tuxo Txo

D 0 D ©

3
T

Bielle-manivelle.

Piéce 1 : manivelle (ou maneton ou vilebrequin)
Piéce 2 : bielle
Piéce 3 : piston (ou coulisseau)

Transformation :
Rotation continue en translation alternative (et
réciproquement parfois).

Réversibilité : parfois.

Utilisation :
Moteurs thermiques, compresseurs, certaines pompes et
moteurs hydrauliques, marteau perforateur...

NB : Dans un moteur thermique ou une pompe, le béti au
niveau du piston s’appelle chemise ou cylindre.

Caractéristiques géométriques :

PBl=e  PBCl-L

Trés souvent: L>>e  (L>5.e suffit en genéral pour
pouvoir faire cette hypothése).

Parameétres :

(¥, %1) = OC - X%

(X0, X2) =P

Diamétre primitif
du Pignon

ere

lle
~
Fd
-

remail
I
T
I
|
I
i
1
I

-

Pignon-c
|
1,
:

Transformation :
Rotation continue en translation continue (et réciproquement).

Réversibilité : toujours.

Utilisation :

Porte de TGV, porte de garage, direction de voiture, bras
manipulateur...

Caractéristiques géométriques :
Diametre du pignon.

Paramétres :
Angle de rotation du pignon, et position de la crémaillére.

a1

Transformation :
Rotation continue en translation continue.

Réversibilité : parfois. Elle dépend des matériaux en
contact et de I'angle de I'hélice.

Ce systéme est toujours réversible lorsque I'on a
interposition d'éléments roulants limitant le frottement.

Croix de Malte

Transformation :

Rotation continue en rotation intermittente.
Reéversibilite : jamais.

Utilisation :

Plateau tournant de machine de transfert, indexage. ..

Caractéristiques géométriques :
Angle entre les différentes rainures, et rayon de I'ergot.

Parameétres :
Angle de rotation de I'ergot, et angle de rotation de la
Croix.

13
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Excentrique

Piéce 1 : excentrique
Piéce 2 : piston (ou coulisseau)

Transformation :
Rotation continue en translation alternative.

Réversibilité : jamais.

Utilisation :
Pompes hydrauliques, taille haie, certains mécanismes
d’'ablocage (blocage d'une piéce sur une table).

Caractéristiques géométriques :
BCl=R  [OB|=¢

Parametres :

(X0.X1)=0 OD=Xx, CD=ayy

NB : L'excentrique est une came radiale circulaire

Came radiale

Méme principe que 'excentrique :

L’excentrique qui était un disque est remplacée par une
pieéce de forme aléatoire (la came).

Le schéma est identique au précédent mais avec R
variable (mais connu).

Utilisation :
Pompes hydrauliques, certains mécanismes d’ablocage,
arbre a cames de moteur, ferme-porte...

Came axiale

71 4~ 0
Piéce 1 : came (ici un plateau incliné)

La came peut étre un cylindre sur lequel est usinée
une rainure de forme quelconque.

galet

cylngre

roinure

Transformation :

Rotation continue en translation alternative.
Réversibilité : jamais.

Utilisation : Pompes hydrauliques.

Caractéristiques géométriques :

(X1,X) = (y1,¥) = . = constant OD|=R

Le plan (O,x,y) définit le plateau.

Parametres :

(Jo.y)=6  CD=Xxg

Remarque : Rendement des différents systémes de transmission (des variations peuvent apparaitre
en fonction du choix des matériaux et des qualités désirées) :

Came 2 35%
Excentrique 2 35 %
Bielle-Manivelle > 40 %
Vis/Ecrou = 50 %

Croix de Malte - 60 %
Vis/Ecrou a bille > 95 %

Pignon/Crémaillere et Engrenages = 98 %
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4. Liaisons parfaites

4.1.

Rappels sur les torseurs

A_Roux

Il existe 11 liaisons normalisées, que I'on considérera parfaites, répertoriées dans le tableau suivant :

Surfaces Nom de la liaison Schématisation Degrés de liberté / Torseur
en contact Vue isométrique / Vues projetées cinématique
Plan/Plan Liaison appui-plan 4 ¥ z 2 translations / 1 rotation
A { } {U i';}
. ) 4 Vajuj = 0y
v ™ w9 0 ) z52
Cylindre/ | Liaison linéaire-rectiligne 3 Z ¢ 2 translations / 2 rotations
plan é #_ % . {ﬂ v‘,}
2 ¥ * {Vm} = Wy Uy
‘\\/ H (nf) weo7 )\ 0) 232
Cylindre/ Liaison pivot-glissant 1 translation / 1 rotation
cylindre : é P
/ wo | Venl= {n 0}
. weoen L0 %)z
=
(af)
Sphére/plan | Liaison ponctuelle ou 7 v 2 2 translations / 3 rotations
sphére-plan I
Wy Up
v} = {“*'u ";r}
E > * wen )\ 0) 292
Sphére/ Liaison linéaire-annulaire 1 translation / 3 rotations
cylindre ou sphére-cylindre L
o ole Vzg3
Sphére/ Liaison rotule ou 0 translation / 3 rotations
sphére sphérique 6 o 0
. y {Vgﬂ} = {L"‘v U}
& clws 0) 32
Composée : Liaison pivot g 0 translation / 1 rotation
cylindre/ X, p
Lo we 0
cy]mv':lte et o 5 o) | Ve = {-:: n}
plan/plan v P ) I ) -
x A
JE— /\ /
(of)
Composée : Liaison glissiére - 1 translation / 0 rotation
plan/plan et ) .
, v,
plan/plan (Vap} = {0 u}
w0 0 zgs
Heélicoide/ Liaison helicoidale 1 translation li¢e a 1 rotation
hélicoide wr
- {Vepn} = { 0 c)}
- = 3 YMe(0,2) o0 #7.7)
Avec v L
Composée : | Liaison sphérique a doigt 0 translation / 2 rotations
spheére/ o
spheére et , Vop} = { 0 [,}
cylindre/ cle: V) izq2
plan
Liaison encastrement 0 translation / 0 rotation
00
W)= 00
v L0 0) 252

15
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La réalisation technologique des liaisons impose la mise en place de liaisons géométriques composées.

Définition : Une liaison équivalente est une liaison du tableau normalisé autorisant les mémes
mouvements et transmettant les mémes efforts que I'association de liaisons en série ou en paralléle.

Remarque : Il n’est pas toujours possible de trouver une liaison équivalente.

4.1.1. Liaisons en série

Graphe des liaisons :

Le
@ Lon @ Lie s, - - __% <:>

Liaison équivalente : On dira qu’une liaison L, est cinematiquement équivalente aux L, liaisons
précédentes si elle autorise le méme mouvement relatif.

Torseur cinématique :

La loi de composition des mouvements permet d’écrire : {V(Leq)} = Z?z_ol{V(chl/Si)}M
M

ou encore :

{V(zeq)} e {V(LO/l)}M + {V@l/z)}M + {V@Z/g)}M +oet {Vocn_l/n)}M

Exemple de recherche de liaison équivalente a des liaisons en série :

Ecriture du torseur cinématique de la liaison sphérique Ly /;:

Wyz1 O
{VLZ/i} =19vz1 0
(‘)22/1 0 B,b

Ecriture du torseur cinématique de la liaison sphérique Ly

Wyq0 0O
{VLl/o} =1%o 0
w170 0 Ab

Transfert de la liaison L,/ en A:

. 0 Wy 2/1 +d.wz2/1
VAEZ/l = VBEZ/l + AB A QZ/l = (d) A (wy 2/1) = 0
R b b

0 0 wZZ/l _d.wxz/l

16
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La liaison équivalente que I'on suppose (a priori) munie de toutes ses composantes, se trouve

en écrivant la loi de composition des mouvements : {VLe"}A,b = {VLZ/l}A,b + {VLl/O}A,b

((Wxeq = Wx2/1 T Wx1/0
Wy eq = Wy2/1 T Wy1/0
Wzeq = Wz2/1 T Wz1/0

Soit : <
V;ceq = +d-w22/1
Vyeq =0
\Vzeq = _d-wxz/l

La seule composante nulle est V.4, la liaison équivalente est donc une liaison sphere-plan
de normale (4, ).

4.1.2. Liaisons en parallele

Graphe des liaisons :

Ly

T ¢ OO0

Liaison équivalente : Dans ce type d’association, le torseur cinématique de la liaison équivalente doit
étre compatible avec tous les torseurs cinématiques des liaisons L;.

Torseur cinématique : {VLeq}M = {VLi}MVl

Ou encore :

{VLeq}M =V}, = Vi), =V}, = ={Vi},

Exemple de recherche de liaison équivalente a des liaisons en paralléle :

RIt2

1 - - Circlips

Joint

Utilisation de deux roulements a billes situés a chaque extrémité de I'arbre 1, modélisables,

I’'un par une liaison sphérique et I'autre par une liaison sphére-cylindre.
17
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Schéma cinématigue mécanisme :

Paramétrage : On pose : BA =1.

X
Wx A
Liaison sphérique en A : {VLA Wy A
Wz 4

Wy B Vx B
Liaison sphére-cylindre en B : {VLB} ={Wyp 0
Wy p 0 Bb

Transfert de la liaison en A :

— _ VXB _l Wx B VxB
Vaesgro = Vpesgro + ABA Q3,0 =1| 0 +{ 0 ) Alwys| =| tlwz4
b b b

0 0 Wy p —l.a)yA

VypX
La liaison équivalente que I'on suppose (a priori) munie de toutes ses composantes, se trouve

en écrivant la compatibilité des mouvements : {VLA}A by = {VLB}A y = {VLeq}A Y

D'ou:
Wy 4 = Wxp = Wxeq s Wy 4 = Wyp = Wyeq Wzp = Wzp = Wzeq s
OZVXB:‘/XEQ; +l(l)zB:O, _l.(L)yBZO
Wxeq = Wy g4 = Wxp 0
{VLeq} = 0 0 , il s’agit d’une liaison pivot d’axe (4, X).
Ab

0 0/4p

Remarque importante : Une analogie peut étre faite avec les combinaisons de ressorts :

Liaison série Liaison paralléle
F F : Ff :
— _— Fz'
d
d
F F=F+F

— S — >

d = d1 + dz d

18
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5. Contact ponctuel / RSG : ENGRENAGES

5.1. Réducteurs et multiplicateurs de vitesse

Vitesse Vitesse
angulaire REDUCTEUR angulaire
d'entrée de sortie
ou
“e “s

Dans un systéme, I'énergie mécanique de rotation en sortie de I'actionneur est rarement directement
utilisable par I'effecteur.

Lorsque lI'on souhaite adapter les caractéristiques cinématiques de cette énergie, on utilise
un transmetteur permettant de réduire ou de multiplier la vitesse angulaire.

On peut classer ces transmetteurs en deux grandes familles vis a vis de la technologie employée
pour transmettre le mouvement :

o ceux utilisant la transmission par adhérence : roue a friction (exemple : dynamo de vélo),
dispositif poulie- courroie lisse (exemple : alternateur de voiture)

o ceux utilisant la transmission par obstacle : dispositif poulie-courroie crantée
(exemple : courroie de distribution d’une voiture), dispositif pignon-chaine (exemple : vélo, moto),
engrenages (exemple : boite de vitesse).

Remarque : Le rapport de transmission d’un systeme est défini par : r = Le/0

(avec 0O le bati).
Ws/0

5.2.  Application du RSG

Les cas les plus courant sont les transmissions par engrenage et roues de friction, pignons crémailleres,
poulie courroie et roues dentées chaines. Aprés avoir écrit le RSG en |, on peut déterminer le rapport

de réduction % offert par cet engrénement.
10
A
2y , X0 Y0 T
— — AT
B ey
AN I - c —

C ! | —
Z0 0 I ‘1"'--F

r—
= by —

’ e —

A =

Z0 A 0 —

gﬂ N
71 . _ '_‘"ﬁ'!"rf
=l 0l = R1% IC = Rzﬁ A
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5.3.  Engrenages a axes paralleles

5.3.1. Généralités sur les engrenages

Développante de cercle

Imaginez une bobine de fil. Marquez le fil d’'un point et débobinez en maintenant la bobine fixe
et le fil tendu : le point décrira une développante de cercle.

Définition : La développante du cercle est obtenue en faisant rouler sans glisser une droite A marquée
d’un point sur le cercle de base.

Cercle de base ¢b

Développante

Profil des dents du cercle de base ¢b

Par construction, le profil de la dent est en permanence perpendiculaire a A.
Le pas de base pp se mesure sur le cercle de base — 2nRy, = Z.pp, oU Z est un nombre entier de dents.

Le second profil est obtenu en faisant rouler sans glisser la droite A dans I'autre sens apres I'avoir
décalée de pv/2.

o1

¢

A

=

Si on considére deux cercles de base Cb; et Cb,, on peut tracer la droite A tangente aux deux cercles
(en A et B). Cette droite est graduée avec un pas de base py.

A roule sans glisser sur I'un des cercles de base, puis sur I'autre, générant ainsi les développantes
des deux cercles de bases.

Par construction, chaque développante d’'un cercle de base est en contact avec une développante

de l'autre.
il & L
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Les développantes, rendues solidaires de leurs cercles de base, matérialisent des roues dentées
qui engrénent donc parfaitement et sans interruption du contact. En fait, ce que l'on voit
physiquement n’est pas le cercle de base, mais un cercle dit « de pied » qui correspond au pied
des dents. Ces derniéres sont limitées en hauteur par un cercle dit « de téte ».

) saillie

’Q '\5" ~cercle de téte
% b ==
2 \= cercle primitit
E. p
<
= ¥ —
< ‘ = corcle de pied
cercie ae plel
s l

Engrénement de deux roues dentées

Sur la figure ci-dessous on a représenté les deux roues dentées par leurs cercles de base Ch; et Ch,, de
centres respectifs C et O. La droite qui permet de définir la denture en développante est tangente aux
deux cercles en A et B.

Cch
s c M et N sont deux points de contact entre deux
pignon 1 1 \ Y dents successives.

\B Y La normale au contact est définie par (AB)
‘B tangente aux deux cercles de base,
et sur laquelle se déplacent les points
de contact M et N.

o1 &1

Cette normale est aussi appelée droite
d’action ou encore ligne d’engrénement.

Elle permet de définir 'angle de pression a
et le point J a I'intersection de (AB) et (OC).

Ce point J permet a son tour de définir pour
| chaque roue dentée le cercle primitif (Cpi)
i i~ de rayon primitif Ri. L'entraxe des roues
est a présent défini par [OC] = R1+Ra.

zZ \
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Pour deux roues données, définies par leur cercle de base (Ry fixés), si I'entraxe [OC] varie,
I’engrenement a toujours lieu mais I'angle de pression varie. En Europe, I'angle de pression standard
est a=20°.

Rp1 + Ry

ocC = R1 + RZ = Cos(a)

Dans la suite, nous n’utiliserons plus que les cercles primitifs.

On peut de méme définir, sur le cercle primitif, le pas de fonctionnement tel que ? = pas
On obtient alors :

D= %Z ou encore D=m.Z

avec m : le module de la roue dentée

Pour que deux roues dentées engrénent elles doivent avoir le méme module.

Le rapport des rayons est égal au rapport des nombres de dents.

“ a_(entraxe) s

En effectuant le RSG en |, on obtient donc :
@0_ _R__ 4
W10 R; Z;
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Nombre de contacts et zones de contacts

Il peut y avoir plus de deux dents en contact
en permanence, ce qui suppose en général

un pas donc un module petit : meilleure
régularité de I'engrénement et moins de bruit.

L'augmentation de I'effort transmis
n'est pas flagrante car méme s'il est réparti
sur un plus grand nombre de dents, le pas
de base étant plus faible les dents sont moins
massives donc moins résistantes.

Le contact entre une dent de la roue et une dent du pignon
est un segment de droite d’une longueur égale a la largeur
de la dent. Selon ['épaisseur de la denture, on considére
gue ce contact est modélisé par une liaison ponctuelle (denture
étroite) ou une liaison linéaire rectiligne (denture large).

Lorsqu’il y a plusieurs paires de dents en contacts, la liaison
entre deux roues dentées peut donc étre modélisée par autant
de liaisons ponctuelles (ou linéaires rectilignes), en paralléles.

Ces liaisons sont toutes localisées sur la méme droite (J,u) et orientée par la normale u.
C’est tout I'intérét des dentures en développante.

Modélisation des contacts

On considere I'engrenage élémentaire constitué des roues 1 et 2 respectivement en liaisons pivots
d’axe z et de centre C et O avec le bati 0.
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Suivant la modélisation adoptée (et la largeur des dents), il est possible de modéliser le contact entre
les deux engrenages par une ou deux liaisons ponctuelles ou par une ou deux liaisons linéaires
rectilignes. Les normales des liaisons sont toutes orientées selon le vecteur 1, incliné de I'angle
de pression a = 20°.

Avantage : lIs transmettent un mouvement de rotation entre des arbres a axes paralléles.

Cas particulier pour denture droite :

Avantage : Ce sont les plus simples et les plus économiques. Comme leurs dents sont paralleles
aux axes de rotation, ils peuvent admettre des déplacements axiaux.

Inconvénient : IlIs sont bruyants.

Cas particulier pour denture hélicoidale :

Remarque : Les deux roues a denture hélicoidale doivent avoir leurs hélices de sens opposés
pour engrener ensemble.

Avantage: Le nombre de couple de dents en prise étant plus important, I'engrénement
est donc plus progressif et plus continu : ils sont donc plus silencieux et peuvent transmettre
un effort plus important.
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Inconvénient : Employé seul, cet engrenage génére des efforts axiaux (pour compenser cet effort,
on utilise un jumelage de 2 engrenages a dentures hélicoidales inversées ou alors des roues
a chevrons).

5.3.3. Roues dentées avec contact intérieur

5.3.4. Poulie-courroie

w9 Ry

5.4. Engrenages a axes non paralleles

5.4.1. Roues dentées avec contact extérieur

Yy
R x

wy _ Ry _ 73
w19 Ry Z
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J .

Avantage : lls transmettent un mouvement de rotation entre des arbres a axes concourants
perpendiculaires ou non.

Inconvénient : Les arbres sont en porte a faux. lls générent des efforts axiaux. Les sommets des cones
doivent coincider.

5.4.2. Roue/vis

yi C!o
B

ATTENTION : Pas de rapport de rayon Vis 1: Z, filets Roue 2 : Z, dents

Avantage : Transmission entre arbres a axes non concourants. Irréversibilité possible = sécurité
anti-retour (utile quand le récepteur peut devenir moteur : exemple : appareils de levage).
Grand rapport de réduction (entre 5 et 150).

Inconvénient : L'engrénement se fait avec beaucoup de glissement entre les dentures, donc usure,
et rendement faible (60%). La vis supporte un effort axial important.

Remarque : Afin d’augmenter la surface de contact des dentures, on utilise trés souvent
des systémes a roue creuse (ou mieux encore une vis globique, mais le cot de la vis est important).

5.4.3. Pignon crémaillere
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Pignon crémaillére : Rotation / Translation ou Translation / Rotation

Y,
\ CFWE
Voo = —Ry.w19 V'z0=Ry.w'q9 /

ATTENTION : Pas de rapport de nombre de dents !!

5.5. Trains épicycloidaux

Inconvénients des trains simples :

e Les arbres d’entrée et de sortie ne sont pas coaxiaux.

e Pour des raisons de géométrie, le rapport de réduction ou multiplication d’un seul couple
de roues dentées est généralement limité a 7.

e |'utilisation de trains simples a plusieurs étages permet de combler ces problemes
mais cette solution devient rapidement encombrante et lourde.

Inconvénients des engrenages a roue et vis sans fin :

. Les arbres d’entrée et de sortie ne sont pas coaxiaux.
. Le rapport de réduction ou multiplication d'un engrenage a roue et vis sans fin
peut atteindre 150, malheureusement son rendement n’excede pas les 60 %.

Avantages des trains épicycloidaux :

e Les trains épicycloidaux ont I'arbre d’entrée et de sortie coaxiaux.
e Le rapport de réduction ou multiplication est élevé dans un encombrement faible.
e |l peuty avoir 3 entrées/sorties possibles, selon les cas de fonctionnement.

Planétaire 1:7:; R:

Satellite 2:7Z,; R

Couronne (planétaire) 3 : Z3; R3
Porte satellites : 4

Bati : 0 (on a souvent 3=0)
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Satellite 2

&

Planétaire 3

Planétaire 1

Porte satellites 4 I

Remarque importante : L'utilisation de plusieurs satellites ne change rien a la cinématique
du systeme, mais supprime les efforts radiaux sur les arbres et réduit les efforts sur chaque denture.
Par contre le systéeme est alors fortement hyperstatique.

Méthode classique de la cinématique

1- Graphe des liaisons

Pivot d’axe
(05X

Engrenage

(B)

Pivot d’axe m
(04,X) \_/Engrenage

(A)

Pivot d’axe

Pivot d’axe -
(OZ,X)

(04»7?)

2- Exprimer les deux relations de Roulement Sans Glissement

RSGenAentre2etl:

V(Ae2/1)=0 Or V(A€E2/1)=V(A€2/0)+V(@A€E0/1)=0

Donc V(A € 2/0) = V(A € 1/0)

OrV(A€2/0)=V(AE 2/4) + V(A€ 4/)0)
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Donc V(A € 2/4) + V(A € 4/0) = V(4 € 1/0)

% V(A€2/4)=V(0,€2/4)+A0,AQy, BABAR au point O,

VAE2/4) =0+ Ry. Y Awyy = —Ry. w347

< V(AE4/0)=V(0, €4/0)+ A0, A Qyy BABAR au point O,

V(AE4/0) =0+ (—Ry.9 + ds. %) A wyok = Ry. WaoZ

% V(AE€1/0)=V(0, € 1/0) + A0, AQy, BABAR au point O;

V(AE1/0) =0+ (—Ry.j — dy. %) Awyo¥ = Ry. @102

Donc V(A € 2/4) + V(A € 4/0) = V(A € 1/0)
Donne : _Rz.w242+R1.w402:R1.w10?

En projetant sur Z, on obtient :

—Rz.w24 +R1.w40: Rl.(l)lo (1)

RSGenBentre2et3:

V(BE2/3)=0 Oor V(BE2/3)=V(B€2/0)+V(BED/3)=0

Donc V(B € 2/0) = V(B € 3/0)

OrV(B € 2/0) =V (B € 2/4) + V(B € 4/0)

Donc V(B € 2/4) + V(B € 4/0) = V(B € 3/0)

% V(BE2/4)=V(0,€2/4)+ B0, AQy, BABAR au point 0,

V(BE2/4)=0—Ry.9 AwyyX = +Ry. w47

% V(BE4/0)=V(0, € 4/0)+ B0, AQyy BABAR au point O

V(BE4/0) =0+ (—Rs.9 + dy. ) A wyoX = Ry. w407
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% V(B€3/0)=V(0;5€3/0)+B0; A Qs BABAR au point O3

V(B € 3/0) :6 + (_Rg.}_} + d3.3_C)) /\(1)30)_5 - R3.(1)302

Donc V(B € 2/4) + V(B € 4/0) = V(B € 3/0)
Donne : Ry. wy4Z + R3. w40Z = R3. 030Z

En projetant sur Z, on obtient :

Ry . w34 + R3. wy0= R3. w30 (2)

3- Etablir une relation entre wqg, Wzq €t Waq :

—Rz. Woy t+ Rl' Wy0= Rl' W19 (1)

Rz. Wy, t+ R3. Wyo= R3. w30 (2)

On fait donc disparaitre le terme w-,, en ajoutant (1)+(2)
Rl' Wy t+ R3. Wy0= Rl' (O ET) + R3. w3

Ou encore _R3. (1)30 + R3. w40= Rl' (1.)10 - Rl' (1.)4_0
D'ou:

—R3. (w39 — w40)= R1. (w19 — wyp)

wio— w40 _ Rz 73
w30 — W40 R4 Z4

Donc

A_Roux
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Formule de WILLIS
On se place sur le PORTE-SATELLITE (4)

Dans ce cas, les engrenages entre (1) et (2) en A et (2) et (3) en B sont des engrenages classiques.

En Aentre (1) et (2): @ oB v
@
w1 R '|—|'O1 "2 e
a_-_22 (Contact EXTERIEUR) 5 I T T
w3 R4 7777 (D) 7777|7777

.
Or, pour obtenir cette relation, on s’est placé sur le PORTE-SATELLITE (4)

w1/4- R2

W32 /4 Ry

En B entre (2) et (3):

— = 4= (Contact INTERIEUR)

Or, pour obtenir cette relation, on s’est placé sur le PORTE-SATELLITE (4)

@®2/4  R3

w3/, Ry
On souhaite une relation entre w4 et w34

(1)1/4_ RZ R3 _ R3

w3/4_ Ri{'R, Ry

Composition de mouvements : 1/4=1/0+0/4 et 3/4=3/0+0/4
Donc w1 /4= W19+ Wo 4= W1/0- W40 et w3/ 4= wW3/0t Wo 4= W3/0- W40
w10— w40 .  R3 _  Z3

Finalement, on obtient : -_— -_—

W30 — W40 R4 Zq
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Autre exemple de trains épicycloidaux :

On choisit comme référentiel de base le porte-satellite 4. Le train épicycloidal se comporte
alors comme deux trains simples. On peut écrire le rapport de réduction pour chacun d’entre eux :

Puis par composition de mouvements : 3/4=3/0+0/4 et 1/4 =1/0 + 0/4, on obtient :

!/
W39 — Wy  Z4.Z7,

W19 — Wy Zy. 74
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